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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　KEMPAcHIRo　OHAsH
　　Th量s　paper　deals　with　several　problems　concerning　the　decomposition　of　recursively
（metarecursively）enumerable　sets，　which　has　been　extensively　developed　over　the　last
few　years．
　　Here　we　present　five　results　in　this　field；
R1．　There’are　two　recursively　enumerable　sets／1，　B　such　that，
（i）A⊂B，
（ii）　！1　is　recursive　in　B，　and
（iii）　B－A　is　not　recursively　enumerable．
R2．　There　are　recursively　enumerable　sets、4，　B，　C，　which　satisfy　the　following
　　　　csonditions；　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
（i）　、4and　B　U　C　have　the　same　degree，
（　ii　）　　　B　∩　C＝φ，
（iii）　for　arbitrary　recursively　enumerable　sets∠40，〆11，　it、40＝B＆∠41＝C，　then／1≠
　　　　A。∪ノ4、or∠4。∩．4、＝φ，　where　A　denotes　the　degree　of／1．
R3．　There　are　recursively　enumeral）le　sets　14　and　B　of　the　same　degree　such　that
　　　　B⊃Aand　such　that　B－A　is　not　recursively　enumerable．　　　　　　　・
R4．　Let　5ヒe　any　non－hyperaithmetic　n：set．　Then，　there　are　n：sets　S1，　S2，…＿
　　　　S鯵such　ahat
（i）　usノ＝s，
　　　　　　ノ．1
（ii）　S‘⊂Sj＝φ　（i≠ブ）．，　and
（iii）　there　exists　no　hyperarithmetic　set／1　such　that　Sゴ＝S∩、4，　for　anyノ．
R5．　Each　regular　non－metarecursive　metarecursively　enumerable　set　is　the　disjoint
　　　　union　of　two　metarecursively　enumerable　sets　of　incomparable　metadegrees，
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　Post　i）によって考察されたrecursively　enumerable集合のdegree　of　unsolvabilityによる
hierarchyに関して興味ある問題の1っは，　degreeの分解についてs“あろう。2）
　この小文はその分野における2つの結果を証明し，他の基本的な1つの結果を証明を省略し
て挙げる。（§1）
　recursion　theoryの拡張に関してえられた多くの結果は3），　recursive　ordinalsのrecursion
theoryの成立を予測させていたが，それはまた，それ自身としても独立した面白さをもってい
る。
　その1つにmetarecursion　theory　4）があるが，　recursion　theoryにおいて成立した基本的性
質がmetarecursion　theoryにおいても成立するか否かは興味ある問題であろう・　§2におい
て〔11〕，〔12〕，〔13〕・）でえられたrecursion　theoryにおける性質がmetarecursion　theory
においても成立することを示す。
§1．recursively　enumerable　degreeに関する3つの命題
　よく知られていることであるが，recursively　enumerable　degrees　a，　bについてaE｛9a　U　b，
b　f；aUbである。　このことはa，　bはaUbより‘’recursivitY”が低いことはないと見徹すこ
とを保証しているように考えられる。すなわちa，ろはaUbより以上にc《recursive”である
と考えられる。　しかしながら，〔3〕において0＜a＜bでaUx　＝b，　x＜bであるような
recursively　enumerable　degree　xが存在しない2つの，　recursively　enumerable　degrees　a・b
の存在が示された。
　tcrecursive”の比較は他の面から見る視点もある。すなわち，　A⊂Bであるrecursively．　enu＝
merable集合A，　Bに対して，　AがBにc’recursive”であればB－AもBに【crecursive”
である。従ってB－AがBより以上にccrecursive”であることより，　B－Aもrecursively
enumerableであってもよいと思われる。しかし，次の命題はこの予測を覆してv）る。
命題1．ノ1⊂B，・4がBにrecursiveであり，しかもB－Aがrecursively　enumerableで
ないようなrecursively　enumerable璽ミ合A，　Bが存在する。
証明　　Dekkerは〔14〕6）で，任意のrecursiveでないrecursively　enumerable　degreeα
に対して，αをdegreeとしてもつhypevsimple集合Aが存在することを示した。
　それにならって，α≦βであるrecursively　enumerable　degreesα，βをそれぞれdegree
としてもっhyPersimple集合A，　BをA⊂Bであるように構成することができれば命題1
は証明される。B－Aがrecursively　enumerable集合であれば，　Aがsimple集合ではなく
なるから，A，　Bはhypersimpleである必要はなく，単にsimpleでありさえすればよい。
R。，R、，　R，，…一・・，　R．、，……をrecursively　enumerable舅ミ合全部を算出する1つの標準的
なenumerationとする。
　このenumerationで段階Sまでに算出された集合Xの要素全部の集合をXsで示す。各段階
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sで算出される要素は有限個であるから，各段階sに対して唯1つのnがあって，
　Rn一R。’－1≠φであると仮定してよい。
　Rn一R。s－1≠φであるnをn＝n（s）とする。
　　　f（s）∈R；（s）－R斗ζゐ，
　　　　no　・・　n（s）とおく。
　nが段階5で適合的であるとは次の条件を満足するものとする。
　　C。s≠φ，1）。s－As≠φ，　n＞mであるすべてのmに対してD。’－D．s≠φである。
1．s＝0である場合
1．・1．f（・）〉巫縛≧＋・である場合
　　　A°＝　ce。＝｛f（O）｝・
　　　B・一｛f（・）・牲＋5）＋・｝，
　　　D2。　＝｛編＠彦＋5）＋・｝，
　n。≠mであるすべてのmに対して，
　　　cp。　＝Z）2＝φ，
　　　ハ戸゜＝｛n。｝
とおく。
1．2．f（・）≦”・（㌻＋5）＋・である場合
　　　AO・＝Bo＝No＝＝CnO・＝D，°＝φ　n；O，1，2，…………，
とおく。
2．s＞oである場合
　　　　　　　no（no十5）2．1．　ノてs）≦　　　 　　　　　　　　＋3　であるか，　　　　　　　　　2
　n。が適合的であるか，あるいは
f（・）〉坐働＋・でf（s）∈A・一・である場合
　　　∠4・＝As“’i，　Bs＝Bs一工，　Cs＝Cs■1，1＞＝1）s－1，　Ns　＝1＞s－1
とおく。
2．2．n。髄舗でなく，f（・）〉璽醜坦一＋・，　f（・）eB・－iであ・胎
　　　・≦物＋3）でaeB・－iである鰍の自然数を・・とする・
∠45＝∠4s『iUげ（s）｝
Ns　・＝　Ns　－1U｛no｝，
C；。＝α♂1⊃げ（s）｝
Bs＝Bs－1∪げ（s），αo｝，
1）謬。＝Dぢ1U｛a・｝・
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　n。≠mであるすべ七のmに対して
　　　C濫＝C羨『1，DA＝1）li－1
とおく。
2．5．　・。が飴的でなく，／（・）幽（”驕{5）＋・，f（s）eA・一・・ア（・）∈B・一・・である場合
応物＋5）＋・でa・eB・－iであ・最大の自然数e・a・とす・・
　　As＝As－1Uげ（s）｝，
α。；Cぢ1∪げ（s）｝・Dち＝D萄1∪げ（s）・a・｝・
　Ns　－1＞5鱒1U｛no｝，
　1）1，　－i　－As　・・　thであるようなすべてのにn対して，
・≦’z（％?{・でb．eBsであ・よう蝦大の自騰をbnとして
　　　1）藍＝1）；－1U｛bn｝
　その他のnについて
　　　　D藍　＝・1）ガ1，
　　　　　　　　　oe最後に Bs＝Bs－1⊂（U　D：）U　（f（s）｝，
　　　　　　　　　n－0
とおく。
　　　　　　oo　　　　　　　　　　　　　　oo　　　　　　　s補題1　．4・＝σCε，B・＝UI）毒，　C二⊂R：，＠＝0，1，2，………）
　　　　　n騨O　tt　　　　　　　　tl・昌0
証明　　A，B，　Cの構成から容易に理解できる。
補題2　Rnが無限集合であるとき，
　A∩R。≠φ
証明　　πがある段階Sで適合的であれば，
補題1より　φ≠AsUC孟；C孟⊂AUR：
瓦撫限集合であるから，n（・）－nでf（s）〉響5）＋・であるような…無限個存在
する。このようなsの最初のものをstとする。　nがsノー1で適合的でなければ，
　ノ（s）∈R；でAs＝As－lu　lf（s）｝
となる。
補題3　Rnが無限集合であるとき，nは適合的である。
証明　　nが段階s－1で適合的であって段we　sが適合的でなくなったとする。
　nノ＜nでn（s）＝nノでノ（s）∈D’－i
であるようなn’が存在しなければならないことは，sに関する数学的帰納法によって示され
る。これよりnが適合的でなくなるのは高々n回であることが導かれる。
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　So＝μs（As－A5－1≠φ）
とすれば，S＝sではすべてのnは適合的でなくなることはない。
　s＝sノでA5－As－1≠φとする。
　n（s）＝nとすればn’：！9nではノ（s）をAsに組み入れることによっては適合的でなくなる
ことはない。
従ってD：－C；は高々n＋1個の要素しか含まない。従ってその要素はすべて
（Z1Z’！ez1）（n＋4）＋・より大きい．
．’D　　D毒一D藍！≠φ　n＞n’
　このことよりsnが存在して段vab　snでnは適合的となり，それ以後は適合的でなくなるこ
とはない。
補題4　B－Aは無限集合である。
証明　　Rnが無限集合であるときmくnなるすべてのmに対して，　Z）n－Z）m≠φ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　co　また明らかにRnが無限集合であるようなnは無限個存在し，　B－A＝U　D。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ng・O
補題5　Bは無限集合である。
証明a∈Bでa≦響‘）＋・であ・・は高・警3）＋・個であ…ら・
b≦丞学）一＋・であ・少なくともn＋・1固のbについて
　　　b∈B
補題6　A，Bはsimple集合である。
証明　　A⊂Bであり，A，　Bは構成よりrecursively　enumerable集合であるから，補題2よ
り導かれる。
補題7　B－Aはrecursively　enumerable集合でない。
証明　　B－Aがrecursively　enumerable集合であれば，・4がsimple集合でないか，　B－A
が有限集合であるが，補題6，7よりこれは不可能である。
補題8　AはBにrecursiveである。
証明段階・でf（・）EAsであ・たとすれば・（・）≦”（s）（噤{5）＋・〈f（・）であ・よう
なg（S）が存在して，g（S）∈D裕）⊂Bsとなる。
　　π（1）＝μ’（5）（α）（t＜s（＆α∈B’－Bs”’→1＞a）
とおけばK（1）はBにrecursiveな関数である。このとき，
　x∈A≡（Ey）（f（N）＝x＆y＜K（x））
従ってAはBにrecursiveである。
、4⊂Bであるrecursively　enumerable集合A，　Bについて，　B－Aがrecursive集合であれ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　一183一
　　　　　　　　　　　　　　　明治大学　科学技術研究所紀要
ぱ，AとBのdegreeは等しい。
　逆に，recursively　enumerable集合A，　Bに対して，そのdegreeが等しいときB一4は
recursiveであろうか？
　次の命題はこれに対する否定的解答を与えている。
命題2　A⊂Bで，B－Aがrecursively　enumerableでないようなdegreeの等しいrecursively
enumerable集合A，　Bがある。
証明　命題1でA，Bを構成した際，さらにBがAにrecursiveであるようにすればよい。
R。，1～、，………，Rn，…・・…・は命題1の証明での要求を満しているものとす．る。
　nが適合的であるとは，次の条件を満足することをいう。
　　C：≠φ，1）；≠φ，E：≠φ　K＜nであるすべてのKに対して
　　　1）毒一（1）毒UEi）≠φ
1．S＝＝Oのとき
　　　　　　n（n2＋11）1．1ノて0）〉　　　　　　　　　　　＋1であるとき，　　　　　　　　3
　　　A°＝　C呈。＝｛f（O）l
　　　　　　　　　n（n2＋11）　　　BO＝｛f（0），　　　　　　　　　　　十1｝　　　　　　　　　　　3
D％一汐尋，E9。一伊（勿≒i超璽一2｝
1＞°＝｛n。｝
n≠n。であるすべてのnについて
C£＝1）：　一・　E£　一φ
1・2　f（・）≦”（ガｽ11）＋・のとき
　　　AO＝　Bo　＝・　cg　一一1）9＝E9＝2Vo＝φ
　　　n＝＝O，1，2，………
2．S＞oのとき
　　　　　　n（n2＋11）2．1ノてs）≦　　　　　　　　　　　十1であるか，　　　　　　　　3
　　　n。が適合的であるか，
　　　！（s）＞n（磐11）＋・でf（・）∈A・一・であるとき
　　　As＝A”－1，　Bs＝Bs－1，　C嘉＝C再一1，1）二・＝1）毒一1，E；＝E毒一1，　Ns＝Ns『「n＝0，　1，2，・・・…
2・』樋合的でなく，f（s）〉聯ﾜ11）＋・でf（・）eB・一・であ・とき
b・＜n（U？2！＋11）＋・でb。eB・一・
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である最大の自然数をb。とする。
a。＜”（2ﾀ”唖L・でa・・e・Bs－・であ・駄の自然数を・・とする・
　As・＝As一iu｛fi（S），　a。｝，
　C露。＝Cぢ1∪げ（s）｝・
　D；。＝1）ぼ♂1U｛δ・｝・
　E島。＝E募♂1U｛a・｝，
　Bs　・＝　Bs－1UAsUDi，　　　　　　0
n≠n。であるすべてのnについて
　C；＝C；－iZ）毒＝Z）藍一lE；　＝E毒　’“i2＞5＝1V5U｛no｝
　　　　，　　　　　　　　，　　　　　　　　，
とおく。
2・3n・・fO・maa的がなく，f（・）＞n（がﾜ11）・＋・，　f（s）eA・一・でf（s）∈B・－iであるとき，
侭”＠2ﾜ11）＋・一・…，＜B・－iであ・ような駄のb、をとる．
a・・｛・－2！（Z2t2e＝Z！23n＋25L・でa、〈Bs－・であ・ようt・・aiの最大のもの畝とす・・
　C嘉o＝CぢIUげ（s）｝，
　DXo＝Dぢ1U｛∂1｝・
　E藍o＝Eぢ1U｛a・1，
n≠n。，nξ　Ns－iであるすべてのnに対して
　C；　＝＝　C藍一1　D；＝D：’“l　E毒　・E；－1　1＞s　．・　Ns－lU｛n。｝，
　　　，　　　　　　　　 ，　　　　　　　　，
n≠n。かつD；－i－（As－1UC；UE蕗）＝φ，　n∈Ns－1であるとき，　　　　　　　0　　0
・。≦塑2ﾜ11）＋・でb・GB・一・であ・最大の自然数畝。
　　n（2n2－3n十25）　α。≦　　　　6
　D霞　・1）藷一lu｛b。｝，
　Ei＝E：－iu｛an｝，
その他の％に対して
　D轟＝D毒一iE豊＝E；一一i
　　　，　　　　　　　，
一2でa、CBs’一工である最大の自然数をanとする。
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　　　　　　　　◎Q　　　　　　　　　　　　QO
　　　As＝As－’1U（uc；）∪（uE毒），
　　　　　　　　nrtO　　　　　　　n國O
　　　　　　　co　　　B3＝ノ13U（σC毒）
　　　　　　　”tO
補題1　A，Bはrecursively　enumerable集合である。
証明　　構成より明らか
補題2　Rnが無限集合であるとき，
　　　AURn≠φ
証明　　命題1における補題2と同様な証明で示される。
補題3　1～，が無限集谷であるとき，Dn，　Enは空集合ではない。
証明　　nが適合的でない場合，ある段階sにおいてn∈Nsとなり，このときD’　＃φ・
E；≠φとなる。
　次の補題4～6は命題1における対応する補題におけると同様にして示される。
補題4　B－Aは無限集合である。
補題5　Bは無限集合である。
補題6　A，Bはsimple集合である。
補題7　・4はBにrecursiveである。
補題8　BはAにrecursiveである。
証明　　命題1の補題3と同様にnが不適合でなくなるのは高々n回である。
Dn，　E，，　e・ともにn（n－1Q）＋・個の収容力をも・ていて，織の増加騰・・（n），　d・（・）・
e。（n），e、（n）があって
　　　b∈1）；－1）i’1ならば，d。（n）＜bs；d、（n）
　　　a∈E；－Ef，”iならば，　e。（n）＜θ≦θ、（n），
　従って段階Sで
　　　x∈A’－As－1であれば
　　　y＜Xであるようなyがあって
y∈B’－Bs－1であるか
　μn｛e。（n）＜xs：e、（n）｝；nrとおくと
　　　d。（n．）＜bs：d、（nr）
であるようなbがあって
　　　b∈Bs－Bs－1
　逆にb∈B一βS－iであれば
　　　a＜bであるような数aがあって
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　　　a∈As－As－1
　従って補題7，8がえられる。
　recursively　enumerable　degrees　a，　b，　oがあってa＝bUcであるとき，degree　aをもつ
recursively　enumerable集合Aはそれぞれdegree　b，　cをもつrecursively　enumerable部分
集合A。，A、，に分解されうることは可成りありそうなことである。しかるにこれに対して，
次の結果をえたが証明は他の場所で与えることにする。
命題3　つぎの条件を満足するrecursively　enumerable集合A，　B，　Cが存在する。
　（i）AとB∩Cのdegreeは等しい。
　（　ii　）　　　B∩C＝φ
　（iii）　　　A＝　AoUA1，　　AO∩A1＝φ，
　・4。とB，A、とCが等しいdegreeをもつようなrecursively　enumeraヒle集合ノ1。，ノ1、は
存在しない。
§2．metarecursion　theoryにおける2つの結果
　〔9〕で，SacksとKreiselはrecursively　enumerable集合における多くの結果がmetare－
cursion　theoryにおいても類似して成立することを指摘しているが，こsではnon・hyperari－
hmetic　n、・集合に関する1つの性質とmetarecursively　enumerable　degreeについての基本
的な性質について考察する。
命題4　すべてのnon・hyperavithmetic　fi、・集合Sに対して，つぎの条件を満足するn・1集
合Si，　S，，，………Snが存在する。
　　　　n（i） 　σsi＝s，
　　　　i目1
　（ii）s，∩sノ　＝　ip（空集合）i≠」
　（iii）すべてのiに対して，　Si＝S∩Aであるようなhyperarithmetic集合Aは存在しな
い。（〔13〕における1つの定理に対応している。）
証明　　S，A、，　A2，………，　A。，（α＜ω、）をSとすべてのhyperarithmeSic集合のsimulta－
neous　metarecursivee　numerationとする。
　Sa，　A。aをこのenumerationでの段階σまでに算出された要素のそれぞれの集合とす
る。
　S9は各段階σでつぎの要領で要素を組み入れることによって構成されるが，σまでに組み
入れられた要素の集合をS9で表わす。σ≦η）
　A9はゴ≦％であるすべてのiについてS9∩A9≠φであるとき適合的であると呼ばれる。
　構成が完了したときについても同様にゴ≦ηであればS，UA．≠φであるときA“は適合的
であると呼ぶ。
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1．σ＝0のとき
　　　S7＝φ　（i＝1，　2，　・一一…　，　n）
とおく。
2．σ＞0のとき
2．1σが極限数でないとき，
　　　n∈Sa－Sa－1とする。
2．1．1n∈・49σ　かつA9σがσで適合的でないような順序数ασがあったとき，その最
　　　　　　　　，
小のものをあらためてασとする。
　A9。∩89－’＝φであるような自然数iが存在するが，その最小のものをi・として，
　　　Sゐ＝5望、；1U（n｝，
　　　sg＝sg－’σ≠ゴσ）
とおく。
2，1．2　nを含むA9がすべて適合的であるか，あるいはnを含むA9が存在しないとき
　　　Sf＝Sf－1U｛n｝，
　　　sg＝sg－1（1＜の
とおく。
2．2　σが極限数であるとき
　　　s7－。難sテ
とする。
　明らかにすべてのσに対して
　　　Sa＝u　s7，　sg∩s亨＝φ　（i≠ブ）
　　　　　i翻1
　　　s、㍉9、s望
とおいて構成を終了する。
　　　i≠ブであればS，USノ＝φ
であることは容易に知られる。
　S、，S2，………，　S．が命題の条件を満足していることを示すために，　S∫。＝S∩A。である
ような自然数i。と順序数αが存在したと仮定して，矛盾を導く。
　hyperarithmetic集合の補集合はhyperarithmeticであるから，、4、の補集合瓦、に対して，
順序数βが存在して
　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　188　一一
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　　　Afi　・＝∠A．
となる。
　S，。⊂A。であるから，明らかに
　　　s、。∩∠4P＝φ
　　　s，∩A¢　＝　S，∩s∩A¢＝s，∩s，。
であるから
　　　S，∩A¢　・＝　O　（i≠io）
　従ってA。，At，は共に適合的でない。
　　　－49⊂A・，環⊂五β（σ＜ω・）
であるから，結局，各段階σにおいで
　AgA9は適合的でないことがわかる。
　　，
　nは有限であるから，
　n∈sa－sa－1で，　n∈、49－1であるか，
あるいは，n∈sa－Sa－1でn∈A鰐一一iであるようなσが無限個あればA。かAfiの少なく
とも1つは適合的となる。従って，ある段階σ。＜ω、があって，a。≦σである段階σでは常に
　　　n∈Sσ一Sσ一iであれば
　　　n由A9－iかつne’A9”i
でなければならない。
　従ってn∈A砥一一1∩A9『i（σ0＞σ）
であればσ≦丁一1であるようなTについてn∈S＝－Sτ一1であってはならない。
結局…＜・勧中9一螺一’｝｝一・・であればnes
　A、、　UAp＝｛自然数全体の集合｝
であるから，すべての自然数ηに対して順序数σ。＜（e、が存在して
　σ。＜σであれば
　　　n∈A匿uA9
となる。
　以上のことからSの補集合Sはつぎのように表わされる。
　　　S－（A9・UA9°一・つ∪似。｛・1・e・・一・・一・（…EA9－’uA9”）
　ヨは明らかに叫集合であるから，
Sはhyperarithmetic集合となる。
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　これは仮定に反して，命題の証明は完了した。
　命題4の証明と〔13〕の定理2の証明から容易に次の命題が成立することが示される。
命題5　すべてのnon－hyperarithmetic　r］｝集合Sに対して，つぎの条件を満足するD｝集合
の無限列S、，S2，………が存在する。
　　　　oo　（i）　　σSi＝s
　　　　i■1
　（　ii　）　　　s，∩sノ＝φ　　　　　　i≠ブ
　（iii）すべてのiに対して，　S，＝S∩A
であるようなhyperarithmetic集合Aは存在しない。
　正則でないnon・metarecursive　metarecursively　enumerable集合Aについても次の命題が
成立するか否かは末だ知られていない。（〔10〕）
　命題6　すべての正則でnon－metarecursive　metarecursively　enumerable集合Aは互いに
比較不可能なmetarecursively　enumerable　metadegreeをもつ2つの互いに素なmetarecursively
enumerable集合の和である。
証明　　Aを重複なしに算出するmetarecursive関数をf（cr）とする。
　｛φ（e，α）｝をmetarecursive関数の標準的なenumerationとする。（〔9〕）
　2（σ），t，（σ），　K（σ，の，　gi（σ），7i（σ），　M7・・i（σ，　e）は次の要領で定義されるmetarecursive
関数とする。
1．σ＝0のとき
　　z（σ）＝＝　ti（σ）＝K，（σ，の
　　＝mi（σ，　e）＝0
　　9i（0）コf（O），　　i＝o，
　　T、（0）＝O
　　g。（0）＝＝f（1），7。（0）＝0
2．σ＜oのとき
z（・）－^l繍¢）であるとき
　σが極限数でないとき
T・（a）一　II：：二：｝：＋1協旛るとき
　σが極限数であるとき，
　　　。、（。）．！葛。i（の
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　　　＆（τi（σ）＝α　　　　i＝2（σ），f（σ）＝αであるとき
　mi（σ，　e）＝μ丁～（α）α≦7（ω）t。＜Ct｛f（α）＜φ（（e）、，ω）→（Ep）｛9（β）＜φ（（e）2，ω）＆α≦β≦；σ｝
　mi（σ，のはσについてのmetarecursive関数である。
とおく。
　｛K，（σ，e）　I　i＜2（GOS9σ｝が有界でないような最小のeを誹とおく。さらに
　｛K，（σ，ece）li＜2（旦0≦σ｝が有界でないような最小のiを芦とする。
補題1　♂≦σならばz（σ）＝1一蹉であるか詳くち戴σ）であるようなσノが存在する。
証明　　｛σ12（σ）＝〆（隻が≦ち訳σ）｝が有界でないと仮定する。
　s＝｛σ1♂≦σ（Gg（σ）＝ire・旦6幹≧ち軒（σ）｝
とおく。
　すべてのσに対して
　　t。（の（σ）≧’、＿2（の（σ）であるからσ∈Sならばは0≦≠、＿iec，（σ）≦ち鼠σ）≦誹
　　　1　Sは有界でないから
　R⊂Sであるような有界でない集合Rとe’X－’÷が存在して
　　σ∈Rならば　　t、＿iee（σ）＝　eee“‘e
　従って
　　σ∈Rであれば
　　　ecete・・t、一，興（σ）≦ち些（σ）≦θ聾≦σ
　従ってまた，Aは正則であるから
　　　〆てσ）＜K，＿ゴ訳7，θ鼎）で7＜σ
であるようなTが存在する。
　即ち
　　｛K，一鎌（7，e；L　’「e）1　O≦σ｝は有界でない。従って
　　　8’「e瀞＝6’x’
でなければならない。
　このとき煮く1－〆であるから芦＝02（σ）＝・　Oでち訳σ）＝t、＿iec，（σ）＝が＝6碁契
　しかるにt、（σ）＝t。（σ）であれば2（σ）＝0
　これは矛盾
　従って補題は証明された。
補題2　♂＜σで9（σ）＝〆でT＜σであればf（σ）⊇≧瓦訳丁，e’x）
であるような・’／が存在する。
証明　　補題1と2（σ）の定義から導かれる。
補題3　｛K，（σ，e）【0≦σ｝が有界でなく，metarecursive関数双σ）に対して，σ！が存在して
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　S＝｛h（σ）1σ’≦σ＆（T）（T＜σ→K（T，e）sgh（σ）｝
とおけば，Sはmetarecursive集合である。
証明　　F（α）＝μσ｛α≦K（σ，e）1
とおけば，F（α）はmetarecursive関数である。
　Sの補集合Sに対して
　α∈s≡（σ）（σ≦F（α）→f（σ）≠α）
となって，Sはmetarecursively　enumerable集合となるから，　Sがmetarecursiveとなる。
補題4　｛ノてσノ）1σ＜σ！＜ω、｝はmetafiniteである。
証明　　Aは正則であることから明らか。
補題5　Sはmetarecursiveである。
証明　　補題3，4より導かれる。
以上で命題は証明された。
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